CaprroLo X

NUMERI IMMAGINARI. NUMERI COMPLESSI

229. Abbiamo precedentemente esposto le ragioni per cui si & stati indotti ad
allargare il campo dei numeri-razionali con Pintroduzione dei numeri irrazionali. Ma
anche in tal modo resta ancora esclusa la possibilita di eseguire certe operazioni, come
ad esempio quella dell’estrazione di radice di indice pari da un numero negativo:
abbiamo visto infatti che simboli del tipo

v—2 , V—b
non hanno alcun significato nel campo reale. Si rende pertanto necessaria una nuova
estensione del concetto di numero, il che si fa introducendo 1 numeri immaginari e
i numeri complessi. ,

Sara opportuno notare subito che il concetto che presiede all’introduzione di
questi nuovi numeri & quello di conservare anche per essi le proprietd formali delle
operazioni fondamentali, allo scopo di poter adoperare, senza alcuna variazione, 1
procedimenti del calcolo algebrico ordinario.

230. Cominciamo dall’osservare che non vi & alcun numero reale il cui quadrato
sia eguale a — 1; perd nulla impedisce di creare un nuovo numero, fuori del campo
reale, il quale soddisfaccia a questa condizione. Questo nuovo numero si suol indicare
con la lettera i e si chiama wnitd immaginarie. Si ha dunque per definizione

2=—1.
Volendo conservare ai nuovi numeri la regola dei segni, si avra pure

(—i2=—1, g

il che equivale a scrivere '(j';;;,\l:—f\ =+l o7
W =i
Si pone poi, come per i numeri reali,
g l=4q 1-0=0.

Se b & un numero reale il prodotto b4 si chiama numero immaginario. Si con-
serva per questi prodotti la proprieta commutativa, ponendo

bi=ib;
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in particolare si ha
1-1=4-1=1
0:-¢=1-0=0.

Si fanno ancora la convenzione che se b e b’ sono due numeri reali, si abbia

-

bi=1"b1
soltanto se b =1".

Infine, volendo conservare le consuete regole di calcolo, si pone

ib+ib =i(b+Db) ib—aib =i(b—10b)
b
ib-c=c-tb=1(bo) ib:c=1"—.
C

T numeri b¢ e — bt si dicono numeri immaginars opposti o contrart.
Convenendo che per le potenze ad esponente intero valgano le consuete defini-
zioni e le proprieta, per le successive potenze di ¢ si ha:
=1, 2=—1, B3=—1, =1,

w=1. =—1. =1, = ecc.,

ciod le prime quattro potenze di i sono ordinatamente: i,—1, —1,1 e le successive s Ti-
producono indefinitamente. nello stesso ordine.

231. Dalle definizioni date risulta che Uaddizione e la sottrazione di numert 1m-
maginari da come risultato un numero IMmMaginaro.

Esemps:

5i47i=124; AT =84 12i—9i=31.

Invece il prodotto e il quoziente di due numeri immaginars SOno numert reals.

Esempi:
2447 =812=—8; ai-bi—=abi2=—ab;
8 a
81:31=—3; at:b1=—.
3 b

In particolare 1l quadrato di un mumero 1MmMagInario & un NUmero reale negativo.

Esempi: 1
(T4)2 = 49i% = —49: (@i)? = a?i? = —a’. \”ofx\l = N6

Dall’ultima eguaglianza si ha
vV _—at=4azr,
ciod mediante Puso dei numeri immaginary si pud sempre estrarre la radice quadrata

da un numero megativo; essa ha due valort oppostt.
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Esemp: %

V=25 =y(=1)-25 =V —1 -V25=4i5=L5i;

VEBTE L S E

232. Siano ora a e b dite numeri reals. Si conviene di dare un significato alle espres-
stons della forma :
a+1b,:
somma di un numero reale e di un numero immaginario, che si dicono numeri complessi.
Il numero a si dice parte reale del numero complesso e b coefficiente delPimma-
ginario. ;
Se b = 0 il numero diventa reale; se a = 0 il numero complesso diventa 1mma-

-

ginario.
233. Due numeri complessi si dicono eguali quando hanno rispettivamente uguali
‘le parts reals e 1 coefficients degls 1mmaginars.
Quindi dicendo che
a+itb=c+1d,
si intende che sia

a=c¢c e b=d.

Se ¢io non si verifica i numeri si dicono diseguali, ma non si pud stabilire tra loro
1 concetti di maggiore e mainore. :
Siccome abbiamo posto 1 -0 = 0, cosi dall’eguaglianza

a+1b=0=0+1-0
si trae, per la definizione precedente,
a=20 e b=0;

ciod un numero complesso é eguale a zero allora e allora soltanto che sono eguals a zero
la parte reale e il coefficiente dell’ immaginario. -

234. Due numeri complessi che hanno la stessa parte reale ed opposti ¢ coefficienti
dell'smmaginario sv dicono complessi coniugati.

Per esempio. sono complessi coniugati i numeri delle seguenti coppie:
5+3c1 e 5—314; —4+ Tt e —4—Tu; a+bi e a—b1.

235. La somma di due o pis numeri complessi si definisce come 1l numero complesso

che ha per parte reale la somma delle parti reali degli addends e per coefficiente della
parte immaginaria la somma dei coefficients delle parti immaginarie.
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Cosi, per esempio:
(@a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i;
3+4i)+(T—5i)=10—1;
(5+2i)+(—2—§—4i)+(4——Si):7—2i.

In particolare si ha h

(@+bi)+(@—bv)=2a,

ciod: la somma di due mumeri complessi coniugati & un numero reale.

236. Due numeri complessi si dicono opposti quando sono opposte tanto la parte
reale che quella vmmaginaria.

Per esempio, sono opposti i numeri complessi

o+ bi e —a—bi; 3—41 -e 34+41.

Questa definizione & giustificata dal fatto che, come nel campo reale, la somma di
due numeri complessi opposti & eguale a zero.

Si ha infatti

(a—i—bi)—I—(—a,——b@'):(a-a)+(b-b)i=0—§—0-i=0.

937. Per differenza di due numeri complessi si intende la somma del primo e del-
Popposto del secondo. )
Cosi:
(@+bi)y—(c+di)=(a+bi)+(—c—di)=(a—¢c)+ b—d)i;
(7T+49)—@2+154)=5—11%.

In particolare

(@+bi)—(@—bi)=2b1,

ciod: la differenza di due numiers complesst coniugaty € un numero LIMMAGINario.

238. Volendo conservare le ordinarie regole di calcolo per la moltiplicazione di
due binomi, si & tratti a definire il prodotto di due numert complesst mediante Uegua-
glianza

@+ bi)c+di)=(ac—bd)+ (bc+ad)s.

Si ottiene infatti il secondo membro di questa eguaglianza effettuando il prodotto indi-
cato e tenendo presente che per definizione & 2 = —1.

In particolare

(@a+b3) (@a—bi) =a2 + b
ciod il prodotto di un numero complesso per il suo convugato & un numero reale e positivo,

ed ¢ equale alla somma del quadrato della parte reale col quadrato del coefficiente dell’vm-
maginario. '
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Se si legge 'ultima relazione scritta in senso inverso si vede che la somma di
due quadrati ¢ sempre decomponibile nel prodotto di due nwmeri complessi coniugatr.

Esempio:
81 +25=(9454)(9—514);" 81 +-25=(56+917)(6—9¢1).

239. St chiama reciproco del numero complesso ¢ + di. diverso da zero, il numero

1 _c—ds *)
c+di ¢+ d?

Questa definizione & giustificata dal fatto che il prodotto di due numeri reciproci & eguale
ad 1, come nel caso dei numeri reali.

Si ha infatti
. c—di c2 + d? i
e e et ok Bt

'240. Per quoziente di due numeri complessi si intende il prodotto del primo per
il reciproco del secondo. '

Cosi :
a+bi 1 c—di
Sh g et B o i i (2 b3} i
¥ (@ + b1) T (@ 4+ bi) 1 &

(@ac+bd)+ (bc—ad) ac+bd bc—ad

&+ d2 N PR

241. Merce le definizioni date, si conservano alle ’operazioni coi numeri com-
plessi tutte le consuete proprietd formali.

Cid ci autorizza a seguire nel calcolo algebrico dei numeri complessi gli stessi
procedimenti che si seguono operando con numeri reali, con la sola avvertenza
di sostituire — 1 al posto di ¢2.

Cosi per I’elevamento a potenza si applicano le regole consuete. tenendo presente
cid che gid abbiamo notato:

2= —1; P =1 i"=1, ece.
Per esempié:
(64+24)2=25—4+20¢=21 +201.
(2—842=4—9 —12i=—5—121.
(34+24)3 =27 +54i—36—8i=—9+464.
(1—i4/3)=1—3i4/3+9i2—34/33=1—34/3i—9+34/3i=—8.

c— 1 S ; ;
o st deduce da gz moltiplicando numeratore e denominatore per il co-

(*)

niugato di ¢ + di, cioé per ¢ —d3.

61



